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LA SYMETRIE CENTRALE

« Ne lise pas mes principes qui n'est pas mathématicien. » Léonard de Vinci?.
Non mi legga chi non € matematico, nelli mia principi.

« Correction en rouge et italique. »

.  De quoi s’agit-il ? 2
Il. Lasymétrie centrale : introduction. 5
I1l.  Points symétriques. 7
IV.  Propriétes des symétries centrales. 10
V. Lien « Points symétriques «» Milieu d’un segment ». 14
VI.  Centre de symétrie d’une figure. 16
VII.  Centre de symétrie et figures usuelles. 17
VIIL. Tableau récapitulatif sur les transformations. 19

» Vous aurez besoin de votre matériel de geométrie pour ce cours : régle, équerre, compas porte crayon, crayons de couleur...

> Pré requis pour prendre un bon départ :

® © © ©O

Symétrie axiale : définition et propriétés.

Construction du symétrique par rapport a un axe.

Axe de symétrie.

Lien symétrie axiale<>médiatrice d’un segment (voir mon cours de 6°™ ).

Milieu : définition et propriétés.

‘L éonard de Vinci (1452-1519) : L auteur de la célébre Joconde impressionna plus ses contemporains par ses qualités scientifiques qu’artistiques.

L'analyse scientifique du réel, la réflexion avant I'expérimentation sont les principes de base de la démarche de Vinci, qu'il manifesta aussi bien
dans les arts que dans les sciences.

En physique et en astronomie, il traga les voies sur lesquelles s'engageront Copernic, Kepler, et Galilée pour I'étude de la gravitation, du

scintillement des étoiles, et du mouvement. Il pressentit les lois de la mécanique des fluides ainsi que, en chimie, celles de la combustion et de la
respiration. Au total, un grand nombre des découvertes de la science moderne sont anticipées dans les notes de Léonard, sous une forme
balbutiante.

Quant aux Mathématiques, cette discipline revétait un caractére particulier chez Léonard puisqu'elle était le ferment de toutes les autres. Le recours
insistant aux procédés mathématiques était une garantie de rationalité et I'unique moyen de s'assurer des principes stables dans les deux domaines
de prédilection ot Léonard entendit se « réaliser » : la peinture et la mécanique.

En mécanique, précisément, Léonard s'illustra en inventant un certain nombre de machines dont le principe est toujours en usage (notamment dans

l'industrie textile).

NOM €t PréNOM = .o coe e et e e e e e e e Géme ...



http://www.publius-historicus.com/copernic.html
http://www.publius-historicus.com/kepler.htm
http://www.publius-historicus.com/galile.html
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> Remarque : La structure du présent cours est similaire & celle de mon cours de 6°™ sur la symétrie axiale
(yalamaths.free.fr / espace 6°™ / Symétrie axiale) : il est intéressant de comparer les 2 cours pour voir les

points communs et les différences entre les 2 symeétries.

. DE QUOI S’AGIT-IL ?

Avant de nous plonger dans les délices de la Symétrie Centrale et de la construction de figures symétriques,

il est bon d’en avoir une idée intuitive et claire.

A. Un demi-tour et puis s’en vont...

Qui ne connait pas la Dragster Maths Team (DMT) ? Archi connue, ben ouais !

Elle doit sa renommée mondiale a ses cascades les plus folles, en particulier ses
« death tétes a queue » exécutées a plus de 5 km/h ! Completement dingue !

Rien que pour vous public, Alay de la DMT va exécuter pour vous une de ces

mythiques « death tétes a queue ». Attention les yeux, ¢’est parti ! Vroum vroum...

Position @

Position @

> En fait, lors d’une « death téte a queue », la voiture effectue ce qu’on appelle en langage mathématique
« une rotation de mesure d’angle 180°, autour du point M représentant Moev » (voir figure).
Ce mouvement a un autre nom plus usuel : la voiture a effectué un demi-tour autour de Moev.
> Décalquer la position © et Moev.
Reposer le calque sur la position © et Moev.
Puis faire tourner le calque d’un demi-tour autour de Moev.

Votre calque se superpose-t-il bien avec la position @ ? Oui !

> Les positions O et @ de la voiture sont exactement superposables aprés demi-tour autour de Moev :
On dit que les positions @ et @ sont symétriques par rapport au point M représentant Moev.

On dit aussi que la position @ est la symétrique de la position © par la symétrie de centre M.
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» On retrouve la Dragster Maths Team a 1’entrainement. Voici plusieurs « death tétes a queue » effectués

plus ou moins bien par les pilotes. Barrer les essais qui ne sont pas correctement réalisés (c-a-d ceux qui ne

correspondent pas exactement a un demi tour autour du point M représentant Moev) et expliquer pourquoi.
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mauvais sens trop petit mal orientée trop&k% ]ElCritliri ;;tourzﬁz n:e
Aucune voiture n’a réussi un bon « death téte a queue » correct, c-a-d un demi-tour. symétrie axiale |
Cette activité précise le sens de 1’expression « superposable aprés demi-tour autour de M » :

e Le symétrique ne doit pas étre orienté dans n’importe quelle direction : essai n°@.

e La symétrie centrale n’est pas un glissement : essai n°@.

e Le symétrique ne doit pas étre déformé : essai n°@.

e Le symétrique ne doit étre place ni trop loin ni trop pres : essai n°@.

e La symétrie centrale n’est pas une symétrie axiale ! essai n°®.

B. De la symétrie axiale a la symeétrie centrale :

1. Comment sont les 2 axes (d) et (d’)?
(d) et (d’) sont perpendiculaires en O.
2. Tracer (en pointillés noirs) la symétrique de la ; v

figure par rapport a I’axe vertical (d). P

3. Puis tracer (en traits verts pleins) la symétrique de ';’ - -

la figure noire par rapport a 1’axe horizontal (d’)

= .

4. Décalquer la figure de départ et le point O. !
A partir de la position de la figure de départ, faire 8 i i
un demi-tour autour de O au calque. ,, i H
Que constatez-vous ? La figure rouge se superpose
exactement a la figure verte apres un demi-tour

autour du point O.

La figure verte est la symétrique de la figure rouge

par rapport au point O.
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Voici 2 quadrilateres et un point O.
Quand on fait faire a ARCS un demi-tour autour du
point O, ARCS se superpose exactement a EDUJ (a
verifier avec du papier calque).
On dit que :

« Les quadrilatéres ARCS et EDUJ sont

symétriques par rapport au point O. »

@ Savoir reconnaitre des points symétrigues :

On va voir si vous savez reconnaitre sur cette figure, a vue d’ceil, 2 points symétriques par rapport a O :

o Le point E est le symétrique du point A par rapport au centre O !
En effet, quand on fait faire a A un demi-tour autour du point O, les points A et E se superposent
exactement.
Le point U est le symétrique du point C par rapport a O.
Le point J est le symétrique du point S par rapport a O.
Le point D est le symétrique du point R par rapport a O.

o Quel est le symétrique du point O par rapportaO ? O'!

® Points symétrigues et milieu :

Un point, son symeétrique et le centre O de la symétrie sont-ils tous les trois placés n’importe comment ?
Mon petit doigt me dit que non ! Voyons cela :
o Onavuque C et U sont symétriques par rapport a O. Tracer en pointillés noirs le segment [CU].
Ce segment passe-t-il par le centre de la symétrie O ? Oui.
Le point O semble étre aussi le milieu du segment [CU].
o Onavuque S etJsont symétriques par rapport a O. Tracer en pointillés noirs [SJ].
Ce segment passe-t-il par le centre de la symétrie O ? Oui.
Le point O semble étre aussi le milieu du segment [SJ].
o Généraliser en complétant la phrase suivante :
« Le centre de symétrie semble étre le milieu de chaque segment reliant un point et son symétrique. »

Rajouter en bleu le codage manquant sur [CU] et [SJ].

© Segment image :

Y a-t-il d’autres choses a remarquer ? Regardez bien la figure puis compléter :
[AR] et [ED] sont 2 c6tés symétriques : il semble que (AR) /I (ED) et AR =ED

« Un segment et son symétrique semblent étre paralleles et de méme longueur. »
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. LA SYMETRIE CENTRALE : INTRODUCTION.

Les 3 activités précédentes p.2 a 4 nous permettent d’affirmer :

La Symétrie Centrale, c'est ce qui se passe quand on fait un demi-tour autour d’un point fixe.

Plus précisément :

2 figures sont symétriques par rapport a un point lorsqu’elles se superposent parfaitement aprés

demi-tour autour de ce point.

<&

O Voici deux fleches F1 et F> superposables aprés demi-tour autour du
N point O.

Les fleches F1 et > sont donc symétriques par rapport au point O.
F1

O Le point O prend le nom de Centre de symétrie.
® On parle ici de Symétrie centrale de centre O.
On emploie aussi /’expression équivalente :

e Symétrie par rapport au point O.

Quelque soit le nom utilise, cette symétrie de centre O se note : S, l Le centre écrit bien en dessous du S. ]

© Onditque:

. F1 a pour symétrique / a pour image F» par rapport a O / par la symétrie centrale Sy
* oubien que F2 estle symétrique / est I’'image de F1 par rapport a O / par la symétrie centrale S,

* oubienque F1etF> sont symétriques par rapporta O/ par la symétrie centrale S,

> Applications : vocabulaire et notations.

@ En vous inspirant du @ de I’encadré ci-dessus :
« Comment note-t-on mathématiquement :

La symétrie centrale de centre K : S, La symétrie par rapport au point P : S
La symétrie de centre Q (lire « oméga », équivalent du O majuscule en grec) : S,
* Traduire en bon francais : s_: symétrie de centre F.

Sova) - symétrie d’axe (MJ).
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@ Pour chaque phrase suivante, indiquer qui est 1’axe / le centre de symétrie, qui est I’antécédent (I’objet

initial de départ) et qui est I"'image (1’objet final d’arrivée, le résultat, le symétrique) :

Phrases Axe / Centre ? | Antécédent ? Image ?

Exemple 1 : La droite (1J) est la symétrique de la droite
(LP) par rapport a (TH). Axe (TH) (LP) (1)
Exemple 2 : La symétrie centrale s_ transforme le point F

_ y M P Centre M F K
en le point K.
@ L’objet 1 a pour image 1’0bjet 2 par la symétrie de Centre L Objet1 Objet2
centre L.
@ Ladroite (KL) est la symétrique de la droite (TR) par
la symétries, . Axe (MJ) (TR) (KI)

(MJ)

® La symétrie par rapport a P transforme Gen T. Centre P G T
@ Le point M a pour antécédent le point H par S, Centre K H M
® La dr\mte (AB) a pour antécédent la droite (CD) par Centre H (CD) (AB)
rapport a H.
® L’image de la droite (ML) par rapport a (HJ) est (ZD). Axe (HJ) (ML) (ZD)
@ L’image de P par rapport a Z est K. Centre K P K

C. Etymologie du mot symétrie :

Le mot grec summettria (juste mesure) est formé de sym (avec) que 1’on retrouve dans sympathique, et de
metron (mesure). Pour les architectes romains, symmetria signifie proportion mais parfois déja symétrie,
considérée a I’époque comme les justes mesures.

Le mot symmétrie, apparait a la Renaissance dans le méme sens. Il insiste sur les bonnes proportions d’un
édifice pour le rendre plus esthétique.

Au 18°™ sjacle, il perd définitivement un « m » et s’étend dans différentes disciplines comme la littérature ou
la peinture pour désigner la régularité dans les motifs d’une ceuvre. L’adjectif symétrique apparait en

architecture au 18°™. Le sens d’aujourd’hui se développe vers la fin du 18°™,

Maintenant que le vocabulaire et les notations sont en place, on va définir
« proprement » (mathématiquement) ce qu’est une symétrie centrale !

Soient donc un point M et un point fixe O donnés :

« Définir la symétrie s o de centre O, c’est étre capable de donner (construire)

sans aucun doute possible I’image de n’importe quel point M du plan par cette

symeétrie. »

D’ou les définitions des pages qui vont suivre :
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llIl.  POINTS SYMETRIQUES.

Situation : O x

Un point fixe O est donné. On consideére donc s | la symétrie de centre O.

Puis un point M est placé.

Il s'agit de définir mathématiquement ce qu’est le symétrique du point M par rapport au centre O.

On vay arriver grace a I’activité précédente C] p.4. llya2cas:

® Cas particulier ou le point M est le centre O :

Lorsque M est confondu avec le centre de symétrie, le symétrique de M est lui-méme !
Le symétrique du centre O est donc lui méme !

® Cas général ou le point M est différent du centre O :

Lorsque M est différent du centre O, son symétrique est I’unique point M’ qui Vérifie la condition :
® O doit étre le milieu du segment [MM].

» Fiqure :
® Sur la figure ci-contre, le point A est confondu avec le centre de la symétrie O :
donc le symétrique de A est lui-méme c-a-d A'! M
Comme le symétrique du point A est lui-méme, on dit que A est un point invariant. e F o
® Le point M est différent du centre0: P % N

le symétrique de M par rapport a O est le seul point M tel que :
O est le milieu de [MM1].
Sur la figure, rajouter en bleu le codage indiguant gue O est le milieu de [MA/].

» Remarque :
La symétrie est I'action (la transformation) qui permet de "passer" d'un point a un autre en faisant un demi-

tour autour d’un point fixe. On ne voit donc pas la symétrie centrale : ce n’est pas un objet !

Ce que I'on voit, c'est le résultat de cette symétrie centrale apres le demi-tour.

En considérant la figure précédente, on dit que :

. M a pour symétrique / a pour image M’ par rapport a O / par la symétrie centrale S,
* oubien que M’ est le symétrique / est I’'image de M par rapport a O / par la symétrie centrale Sy

* oubienque M et M’ sont symeétriques par rapporta O / par la symétrie centrale S,

%0

Dans tous les cas, on note : = Ml————> M’ oubien s_(M)=M’
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Maintenant que 1’on a défini mathématiquement le symétrique d’un point, on veut pouvoir le construire !

On veut construire le symétrique d’un point par rapport au centre O. "

llya2cas: @--

- Og--a-ip--=-®
--ip----0-

Dans ce cas trés particulier ou le point A est confondu avec le centre de symétrie O, inutile de réfléchir trés

longtemps? ! Le symétrique de A par rapport au centre O est lui-méme ! C-a-d sO(I\/I) =M’

Le centre de symétrie a pour symétrique lui-méme !

L’unique point laissé invariant par une symétrie centrale est le centre de symétrie.

Voyons ce 2°™ cas plus général ol le point M n’est pas confondu avec le centre de symétrie O.
D’apres p.7 cas @, le point O est donc le milieu de [MM’]. D’ou la méthode © de construction :

» Méthode @ : Construction a la regle graduée.

Programme de construction en 3 étapes. Construction a la régle (et au compas).

O A la regle et au crayon a papier, tracer en pointillés &3
noirs la demi-droite [MO) partant de M traversant O.
@® Sur cette demi-droite en pointillés [MO) : Mo V
Capturer a la régle graduée (ou au compas) la longueur © 0
MO et la reporter de I’autre c6té du centre O. i M
© Marquer .Onabien :
O milieu de [MM"]. (codage !)
M’ est le symétrique de M par rapport a O.

Traits de construction en pointillés noirs légers !

N’oubliez pas les codages sur les pointillés !

» Application : En appliquant rigoureusement la méthode ci-dessus :

Construire les images respectivement de A, B, C et O par la symétrie de centre O.
Traits légers de construction en pointillés nairs. Codages en rouge sur les pointillés !
C' B
<& &
0 A
Ao & &
o'
& o C
B

Remarque : puisque O est le centre de la symétrie, alors son image est lui-méme.

2 Cela ne changera pas beaucoup de d’habitude n’est-ce pas ? ..........
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» Meéthode @ : Construction utilisant le quadrillage de la feuille.

Cette méthode n’utilise ni régle ni compas mais seulement de bien savoir se déplacer sur un quadrillage.

Sur un des nceuds du quadrillage, on a fixé O le centre de symétrie et on place un point A sur un autre nceud.

Pour placer le symétrique A’ de A par rapport & O, on procéde ainsi :

Programme de constructionen ...... étapes. Construction utilisant le quadrillage.

O A partir de A, on compte horizontalement le nombre de

carreaux qui nous amenent a la verticale du centre O.

@ 6 a droite @ 4 en bas

® Puis de 1a, on compte verticalement le nombre de

carreaux pour aller jusqu’a O.
On connait maintenant les mouvements horizontal- vertical qui va de A
vers O. Il ne reste plus qu’a refaire les mémes mouvements & partir du

centre O :

© A partir de O, on parcourt horizontalement le méme
nombre de carreaux qu’en O.

O Puis de 13, on parcourt verticalement le méme nombre de | -
carreaux qu’en @,

@® L4, on place ’image A’.

O est-il bien le milieu de [AA’] ? Oui !

Donc A’ est bien le symétrique de A par rapport a O.

A vous maintenant : sans compas ni régle mais en suivant le

quadrillage, placer en vert A” et B”, les symétriques de A et B.

> Application :
En suivant uniquement le quadrillage, tracer en vert les symétriques par rapport a Q des figures suivantes.

\ N
3\ Py

Vérifier mentalement que les figures font bien un demi-tour autour du point Q.

Maintenant que nous savons les bases (définitions, notations et construction), nous allons voir quelques

propriétés des symétries centrales.
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V. PROPRIETES DES SYMETRIES CENTRALES.

A. Transformation par les symétrie centrales des figures de base :

» Tracer en vert les symetriques par rapport au point O : du segment, des 2 droites, puis du cercle.

Traits de construction légers, en pointillés noirs. Images en vert. Codages en bleu sur les pointillés !

Image d’un segment

Le symétrique d’un segment est
aussi un segment :
® de méme longueur

@ parallele

3 propriétés a retenir :

Image de droites

® La symétrique d’une droite est
aussi une droite, qui est paralléle.
e Quand la droite passe par le
centre de symeétrie, son image est

elle méme !

Image d’un cercle

Le symétrique d’un cercle est
aussi un cercle :

@ son centre est le symétrique du
centre de I’ancien cercle.

® de méme rayon.

@ 2 segments symétriques par rapport a un point sont paralleles et de méme longueur.

®@ 2 droites symétriques par rapport a un point sont paralléles®.

® 2 cercles symétriques par rapport a un point ont méme rayon.

» Application : Construire a la regle et au compas, les symetriques des 2 segments, de la droite et du cercle

par rapport a A. Controler mentalement que la figure fait bien un demi-tour autour du point A.

Codages en bleu sur les pointillés noirs !

3 Cette propriété est-elle vraie pour la symétrie axiale ? Non ! Sauf dans le cas particulier et rare ol la droite est paralléle a [’axe de symétrie.
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Les 4 propriétés de conservation qui suivent traduisent la non-déformation des objets lors d’un demi-tour !

Conservation @ Les symétries centrales conservent les longueurs (donc le milieu).

@ Le symétrique d’un segment est aussi un segment de méme longueur.
® En conséquence, les symétries centrales conservent aussi le milieu :

« Le symétrique du milieu d’un segment est le milieu du segment image. »

> Figure : Soit la symétrie de centre O.

Tracer
le symétrique du segment [AB] e
| d I d o o] ____—W——’:,}f' z]
, le symétrique du milieu | du segment. _— ~
y q g o T
Codages en bleu sur les pointillés noirs ! A
-

Vous remarquez que I’image |’ est aussi

Rédaction : Puisque | est le milieu de [AB], alors, par conservation du milieu, son

Conservation @ Les symétries centrales conservent le Parallélisme.

« Les symétriques de deux droites paralléles sont deux droites qui sont aussi paralleles. »

> Figure : Soit la symétrie de centre A.
Tracer des 2 droites paralleles (d1) et (d2).
Codages en bleu sur les pointillés noirs ! (d2)

(d1)

On remarque que les 2 droites images (d’1) et (d’2) sont aussi paralleles entre elles !

Rédaction : Puisque (d1) // (d2), alors, par conservation du parallélisme, leurs symétriques (d’1) et (d’2) sont

aussi paralléles.
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Conservation @ Les symétries centrales conservent les mesures d’angles et 1a Perpendiculariteé.

@ Le symétrique d’un angle est aussi un angle de méme mesure.
@ En conséquence, les symétriques de deux droites perpendiculaires sont deux droites qui sont aussi

perpendiculaires entre elles.

» Figure : Tracer des 2 droites perpendiculaires (d1) et (d2) par
rapport a M. (dl)f‘

Codages en bleu sur les pointillés noirs !

On remarque que les 2 droites images (d’1) et (d’2) sont aussi perpendiculaires entre elles !

Rédaction : Puisque (d1) £ (d2), alors, par conservation de la perpendicularité (de la mesure d’angle), leurs

symétriques (d’1) et (d’2) sont aussi perpendiculaires.

Attention ! Il n’est nulle part dit qu’une droite et son image sont perpendiculaires, ce qui est toujours

faux ! Regardez (d1) et (d’1). D’aprés le cours A] p.10, elles sont, elles sont paralleles !

» Exercice : Prouver sur la figure au-dessus que les droites (d1) et (d’2) sont perpendiculaires.

(d2) // (d2)

Puisque (d2) et (d’2) sont symétriques par rapport . {
Puisque (d1) L (d2)

} alors (d1) £ (d2).
a M, alors (d2) // (d’2).

Conservation @ Les symétries centrales conservent le Périmétre et I’Aire.

Une figure et sa figure symétrique ont le méme périmétre et la méme aire. »

Sans compas ni pointillés mais en vous aidant du quadrillage,

tracez en vert la symétrique de la figure rouge par rapport a O.

@)

Ont-elles le méme périmétre ? la méme aire ? Bien sir que oui !

Rédaction : Puisque la figure verte est la symétrique de la figure grise, alors, par conservation du périmetre

et de ’aire : 7’(Figure verte) = Z(Figure rouge) Aire (Figure verte) = Aire (Figure rouge)

® Consequences des 4 propriétés de conservation.
Puisque les symétries centrales conservent les distances, le parallélisme, les mesures d’angles, la
perpendicularité, le périmeétre et 1’aire etc. alors quelle est I’image par une symétrie centrale :
d’un triangle isocéle ? un triangle isocéle identique et superposable ! équilatéral ? un triangle équilatéral identique et

superposable ! d’un parallélogramme ? Un parallélogramme identique et superposable ! d’un losange ? Un losange identique et

superposable ! d’un rectangle ? Un rectangle identique et superposable ! d’un camion ? Un camion identique et superposable !
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» Exercice fondamental : Propriétés de conservation ; Construction du symétrique d’une figure.

Sur la figure ci-dessous, on sait que : (d1) // (d2) (d1) £ (d3) et D le milieu de [AB]. Codage ?

1. Sans rien tracer et en vous inspirant des propriétés de conservation, répondez aux questions suivantes :
a) Pourquoi D’, I’'image de D sera-t-il le milieu du segment image [A’B’] ? Puisque D milieu de [AB] alors,
par conservation du milieu, son symétrique D’ sera lui aussi milieu du segment symétrique [A’'B’].

b) Comment seront (d’1) et (d’2), les images de (dy) et (d2) ? Puisque (d1) // (d2), alors, par conservation du
parallélisme, leurs symétriques seront aussi paralleles : (d’1) // (d’2).

¢) Pourquoi aura-t-on (d’1) L (d’3) ? Puisque (d3) £ (d1), alors, par conservation de la perpendicularite,
leurs symétriques seront aussi perpendiculaires : (d’3) // (d’1).

d) Comment seront les mesures de ABC et de son symétrique A’B’C’ ?

e~~~ L~~~

Puisque ABC et A’B’C’ sont symétriques, alors, par conservation des mesures d’angle, ABC = A'B’C".
2. Images de figures de base :

e) Comment seront la droite (d2) et son image (d’2) ?

Puisque (d2) et (d’2) symétriques, alors (d2) // (d’2).

f) Comment seront les rayons du cercle et de son symeétrique ?

Puisque Les 2 cercles sont symétriques, alors ils ont méme rayon.

3. Envous aidant du quadrillage, tracer en vert le symetrique par rapport a O de toute la figure.

@ T T T AN T (@2, (A

G

nY
4. Montrer que (d’3) est perpendiculaire a (d1).
* Puisque (d3) et (d’3) symétriques, alors (d3) // (d’3).

d3)//d
e Puisque {((df)) 1 Edgg} alors (d’3) L (d1).
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V. LIEN « POINTS SYMETRIQUES « MILIEU D’UN SEGMENT ».

La définition p.7 nous permet d’écrire les 2 relations trés importantes suivantes :

Passage « Points Symétriques — Milieu » :

(1 condition ou hypothése) (1 résultat ou conclusion)
A et B sont symétriques O est le milieu
Quand . . alors
par rapport a un point O du segment [AB].

Utilité : Cette propriété sert a prouver qu’un point est le milieu d’un segment.

Réciproquement :

Passage « Milieu — Points Symétrigues » :

(1 condition ou hypothése) (1 résultat ou conclusion)
O est le milieu A et B sont symétriques
Quand alors .
d’un segment [AB] par rapport a O.

Utilité : Cette propriété sert & prouver que 2 points sont symétriques par rapport a un 3°™ point.

Ce lien profond dit une chose trés importante : quand vous voyez « symeétrie centrale », il faut tout de
suite penser « milieu » ; quand vous voyez « milieu », il faut savoir traduire « symétrie centrale » !

Ce lien profond est souvent mis en jeu dans les problémes de construction et dans les exercices de
raisonnement.

> Problémes de construction :

@ Pour chacune des 2 paires de figures symétriques, sans rien mesurer, construire le centre de symétrie.
Justifier.

\\\\

/\\} H

— Centre de symétrie ~ ——

Méthode :

@ On repére 2 cotés qui semblent symétriques (paralleles et de méme longueur).

On joint les extrémités de ces 2 segments symétriques, en croisant parce qu’il y a demi-tour.

@ Le centre de symétrie est, par définition le milieu de tous les segments reliant par un point et son image,

donc le centre est a [ 'intersection de tous ces segments.

@ On peut vérifier que ce point d’intersection est bien le milieu de tout segment [point ; image].
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@ Sur la figure ci-contre, O est le centre de tous ces cercles concentriques.

En utilisant uniqguement le cété non gradue de la regle, construire le

symétrique de ABCD par rapport a O.

Rediger et justifier votre méthode.

» Comment construire A’, I'image de A ?
Puisque A et A’ doivent étre symétriques par rapport a O, alors O

doit étre le milieu de [AAT].

v
\

Donc [AA’] doit étre un diamétre du cercle de centre O passant par D
A

\
N\
\
\,
\,

On trace ce diametre passant par B, on obtient donc B’.

» Et ainsi de suite pour tous les autres points.

® Sur la figure ci-contre, O est le centre du cercle passant par A et B.
En utilisant uniquement le coté non gradué de la regle, construire une droite
parallele a (AB). Rediger et justifier votre méthode.

> Analyse : On sait que lorsque 2 droites sont symétriques par rapport
a un point, alors elles sont paralléles.
11 suffit dont de tracer I’'image de (AB) par symétrie centrale. Reste a savoir
par rapport a quel point !

» Comme on nous dit de n’utiliser que la régle non graduée, la méthode de [’exercice @ ci-dessus avec le
cercle de centre O et ses diamétres fonctionne.

On construit donc A’ et B’, les symétriques par rapport a O de A et B. La droite (A’B’) est parallele a (AB).

> Lien « Symétrie Centrale <> Milieu ».

@ Sur la figure codée a droite, on sait aussi que A est le A
symétrique de E par rapport a C.
1. Montrez que B et D sont symétriques par rapport a C. B

D’apres le codage, C est le milieu de [BD], donc B et D sont

symétriques par rapport a C.
2. Montrez que C est le milieu de [AE].

Puisque A et E sont symetriques par rapport a C, alors C est le milieu de [AE].
3. Montrez que [AB] et [ED] sont symétriques par rapport a C. Que peut-on dire alors pour AB et ED ?

E symétrique de A par rapporta C

D symétrique de B par rapport a C} alors [ED] symétrique de [AB] par rapporta C.

Puisque {

. . ED] // [AB
Puisque [ED] symetrique de [AB] par rapport a C, alors {,[AB ]: E[D |

4. Montrer que (AD) et (EB) sont symétriques par rapport a C. Que peut-on dire alors pour (AD) et (EB).
De la méme maniéere qu’en 3), on montre facilement que [AD] symétrique de [EB] par rapport & C, donc

(AD) // (EB).
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VI. CENTRE DE SYMETRIE D’UNE FIGURE.

Avez-vous remarqué que certains objets qui nous entourent dans la vie quotidienne (tables, ronds points,

panneaux, etc.) restent identiques aprés demi-tour sur eux méme.

Ils possédent en fait un centre de symeétrie.

Un point O est le centre de symétrie d’une figure lorsque :
o le symétrique de cette figure par rapport a ce point O est la figure elle-méme !

Autrement dit : Lorsque la figure et son image sont confondues apres un demi-tour autour du point O.

> Exemple:
La figure a droite possede un centre de symétrie : le point O.

En effet, quand on fait faire un demi-tour a la figure autour de O, elle se

superpose a elle-méme.

Remarque : La figure possede aussi 2 axes de symétrie perpendiculaires (en pointillés).

@ Tracer, s’ils existent : le centre de symeétrie en bleu et

O N
nb d’axes : 0 2 axes L 0 a cause de la 1 8 5
diagonale
nbdecentre: | 0! acausedu 1 1 0 1 0
4%me puzzle

® Les 4 figures ci-dessous ont-elles ou non un (ou plusieurs) axe(s) de symetrie ? Si oui, le(s) tracer
puis indiquer leur nombre. Coder les axes perpendiculaires.

Ont-elles un centre de symétrie ? Si oui le placer en bleu et indiquer le nombre. Coder les axes

oy -
Ay TS

1 axe 2 axes perpendiculaires 0 axe 1 axe

0 centre 1 centre 1 centre 0 centre

@ e Parmi les chiffres quels sont ceux avec un centre de symétrie : 0 ;8 (2 ; 5; 1 cela dépend de I’écriture).

® Parmi les voyelles majuscules, citer celles qui ont un centre de symétrie : O, I.
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@ Compléter en vert la figure suivante afin que le point A soit centre de symeétrie :

Il suffit de tracer le symétrique de la figure par rapport a A.

® Pour chacune de ces 2 figures, compléter en vert afin que :

le point A soit d’abord centre de symétrie puis que par la suite, la droite (d) soit axe de symeétrie.

Il suffit de tracer

VII.

les symétriques de la figure par rapport a A et a (d).

CENTRE DE SYMETRIE ET FIGURES USUELLES.

A. Centre de symeétrie et Segment, Droite, Cercle :

Tracer s’ils existent :

le ou les centres de symétrie en bleu et le ou les axes de symétrie en vert.

Coder les axes perpendiculaires.

® centre

- === axe

segment

nombre d’axe(s) :

2 axes :
la médiatrice et la droite portant

le segment.

Infinité d’axes + 1 :
toutes les perpendiculaires a la

droite et la droite elle-méme !

Infinité : toutes les droites

portant les diamétres

nombre de centre(s) :

1 centre : le milieu.

Infinité de centres :

tous les points de la droite !

1 centre : le centre du cercle.
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Ce triangle quelconque a-t-il un centre de symétrie ? ...........
Essayez de dessiner & droite un triangle qui a un
centre de symeétrie :

Est-ce possible ? Impossible !

Attention, aucun triangle ne posséde de centre de symétrie !

Ce quadrilatere quelconque a-t-il un centre de symétrie ? Non !

Essayez de dessiner a droite un quadrilatere qui a un centre

de symétrie :

Ce quadrilatere est-il particulier ? Oui !

A quelle famille appartient-il ? A la famille des

parallélogrammes.

1. Le quadrilatere ayant un centre de symétrie
s’appelle un parallélogramme.
2. Son centre de symétrie est le point d’intersection

de ses 2 diagonales.

3. Le centre de symétrie est donc le milieu commun

e centre de symeétrie

des 2 diagonales.

> Deux remarques :

@ Attention ! Nous rappelons que le parallélogramme quelconque n’a pas d’axe de symétrie !
@ Puisque le rectangle, le losange et le carré font partie de la famille des parallélogrammes, tous les trois

possédent aussi un centre de symétrie qui est l’intersection des 2 diagonales.
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> Exercice : Vrai ou faux ? Soit ABCD un rectangle de centre O, I’intersection des diagonales. Les

affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier.

Croquis d 'abord avec les diagonales, les 4 axes de symétrie qui sont les médiatrices, et le centre O de symétrie

qui est ['intersection des diagonales.

1. (AC) est un axe de symétrie.

Faux : une diagonale de rectangle n’est pas axe de symétrie

2. A et C sont symetriques par rapport a O.
Vrai : O est le milieu de [AC].

3. A et C sont symétriques par rapport a (BD).

Faux : car (AC) non perpendiculaire a (BD).

4. O est centre de symétrie.

A D
O

—h B
[

B C

Vrai : par demi-tour autour de O, le rectangle se superpose exactement a lui-méme.

5. ABCD a4 axes de symétrie.

Faux : 2 axes de symétrie seulement, a savoir les 2 médiatrices des paires de cotés paralleles.

VIll. TABLEAU RECAPITULATIF SUR LES TRANSFORMATIONS.

Récapitulons ce que 1’on sait sur les symétries sous forme de tableau :

Transformations

« Sens commun »

Elément(s)
caractéristique(s)

Figure
(Repasser le
codage en bleu)

Objet(s)
géométrique(s)
associé(s)

Elément(s)
invariant(s)

o « Effet miroir o Tous les
Symétrie axiale o Son axe de ' La meédiatrice
‘ ou Réflexion o points de [’axe
vue en 6°M° symétrie d’un segment o
ou Retournement » de symétrie
Symeétrie centrale ) Son centre de M .
‘ « Demi-tour » o e Le milieu Centre
vue en 5°M symétrie M //*
<70
» Exercice @ : Reconnaitre symétrie axiale et symétrie centrale. 5 c 5
1. Observer la figure ci-contre puis compléter en colonne le tableau ci-dessous : J |
Souvent des confusions entre symétries axiale et centrale.
Attention aux notations . /’axe de symétrie est une droite et non un segment ! A E
K L
La figure ABJ (IE) AJICB HPO MER
estlasymetrique | | 5p KM ELKSF | OSH sE | ]
de la figure ( ) N M
(BF)ou
par rapport a (CR) tout point R (JK) L o s
de (BF) H

2. On transforme le triangle

symétrie Si.. Quel est le nom du triangle obtenu au final ? On obtient au final RIC.

par la symétrie Scr). On obtient FGM. Puis on transforme le triangle ainsi obtenu par la
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» Exercice @ : Controle 2006.

ABCD est un rectangle tel que AD =2 et BA =3.

1. Construire en rouge A’B’C’D’, le symétrique du rectangle ABCD par rapport aE. (................ /1 pt)
2. Montrerque (CD) L(B’C’ ). (cevvvnvinvannnnnnn. /1 pt)
3. Calculer le périmétre de A’B’C’D’. (cvoviviiniinininnnn. /1 pt)
LC' D
2. Puisque ABCD est un rectangle, ,’I
alors (BC) £ (CD) v
’\’ U "
Puisque (BC) et (B’C’) sont symétriques par A 5 '\’," B A
rapport a E, alors (BC) // (B'C"). ,7“1“
Puisque {((BBS) /i—(l(B(Eg’))} alors (CD) L (B'C"). D cT
3. Calculons le périmétre &## (ABCD) du rectangle
ABCD. #/(ABCD) =2 AB +2BC Puisque A’B’C’D’ est le symétrique de ABCD, alors,
=2 x3+2x2 par conservation des longueurs :
= 10 J(A’B’C’D’) = ’(ABCD) = 10.
> Exercice® (ceoeeerevieininnnnenn... / 4 points) : Test 2009.

Annie Mateurradio a réalisé une superbe figure et sa symétrique.

Malheureusement, elle a perdu sa feuille !

Elle se rappelle seulement que tous les points sont distincts, que les points U, K et S n’étaient
pas alignés, ainsi que les points V, | et J.

Et elle avait pris la précaution de faire le tableau suivant sur son cahier :

E T (sV) (KS) A C R
Symeétrigue \ J (SX) (WS) Z D |
MDR | « Mais avec un tel tableau, tu peux obtenir des indications sans avoir besoin de la figure ! » lui
) fait remarquer Jean Untelly, un rien moqueur.

. 5
&

Exercice peu traité.

1. Quel est le centre de la symétrie ?S (................ /0,5 pts) Justifier. (.......ovvnennnn. /0,5 pts)
La droite (SU) a pour image (SX). La droite (KS) a pour image (WS). On en déduit donc que S est un point

invariant et c’est le seul ! Donc S est le centre de la symétrie consideree.

Preuve compléte (non exigée) :

Puisque les points U, K et S ne sont pas alignés, alors les droites (SU) et (KS) sont sécantes en S. Leurs symétriques (SX) et (SW)
sont donc aussi sécantes et leur point d’intersection est aussi le point S.

Donc le symétrique du point S est S lui-méme. Donc S est un point invariant.

Puisqu 'une symétrie centrale n’admet qu 'un unique point invariant qui est son centre, alors ici S est le centre de la symétrie centrale

considérée.
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2. ETAC est en fait un parallélogramme. Comment seront les droites (VJ) et (ZD) ? Justifier.

® Puisque ETAC est un parallélogramme, alors (ET) // (AC).
e Puisque (ET) // (AC), alors, par conservation du parallélisme, leurs symétriques (VJ) et (ZD) seront aussi

paralléles.

3. Onsait que VJ =JI. Quelle est la nature du triangle ETR ? Justifier. (..................... / 1,5 pts)
Puisque VJ = JI, alors le triangle VJI est isocele en J.

Et donc, par conservation des longueurs, son symétrique ETR sera aussi un triangle isocele en T.
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