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TRIANGLE RECTANGLE ET CERCLE CIRCONSCRIT

« Les meilleurs travaux des mathématiciens sotiadeun art trés perfectionné, défiant les
réves les plus secrets de l'imagination, claifsrgtides.

Le génie mathématique et le génie artistique sehient I'un l'autre. sosta Mittag-Leffler".

I.  Mediatrices (Rappels de 6eme). 2
Il. Le triangle rectangle : Rappels. 5
Il. Triangle Rectangle et Cercle Circonscrit (TRCC). 6
V. Théoréme TRCC réciproque (indirect). 9
V. Pour préparer le test et le contréle. 12

» Matériel : Régle, équerre, compas porte crayon etc.

> Pré-requis pour prendre un bon départ :

A refaire A revoir Maitrisé

Médiatrice d’un segment : définition et construstio
Propriété métrique de la médiatrice : équidistgyarerapport & deux points.

Concourance des 3 médiatrices d’'un triangle.

Cercle : équidistance par rapport a un point.

! Gosta Mittag-Leffler : Mathématicien suédois dibatédu 26™ siecle.

La Iégende voudrait que Sophie Hess, la compaghkreld Nobel I'ai trompé avec Gosta Mittag-Lefflehinsi, pour se venger, Mr Nobel
aurait supprimé le Nobel de Mathématique. Rien nfesins slr quand on sait que Mr Nobel était urbedtiire endurci !

Qu’on se rassure : depuis 1924, les chercheurs ahédvhatique peuvent étre récompensés par la peestigMédaille Field. Parmi les 8
francais a I'avoir regue : Laurent Schwarz (1958)ain Connes (1982) ; Jean Christophe Yoccoz (12@4) jai eu comme professeur de

calcul différentiel a la faculté d'Orsay ; Laurdmfforgue (2002)...

eme 4

NOM €t PréNOm & ..o e e e e e,
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. MEDIATRICES (RAPPELS DE 6EME).

On se rappelle que la médiatrice d'un segment’est des 2 axes de symétrie de ce segment: plus
précisément, c’est I'axe de symétrie perpendicalair segment.

En fait, on utilise plut6t la définition équivalensuivante, plus pratique pour les exercices :

« Définition : Lameédiatrice d’'un segment est ........ droite :
O passantparle ..........cooeveenn . de ce segment,
O a ce segment.

* Notation:  La médiatrice d’un segment [AB] est notémed [AB].

» Figure et codage Du fait de la définition, undouble codageapparait

lorsqu’on trace la médiatrice d’'un segment dofiRepasser celouble codage en rouge.

» Exercice 1 » Exercice 2
Traceren bleu med [ABRuU compas et a la régle. 1. Ci dessous, placer le point B de telle sorte
gue la droite (d) soit la médiatrice de [AB].
Comment sont les points A et B par rapport a (d)

la médiatrice du segment [AB] ?

2. Placer un point M sur med [AB].

Quel est la nature du triangle AMB ?

d)

N’oubliez pas ledouble codagede la figure !

Double codage !

> Exercice 3
Construire C le symétrique de A par rapport a B praicer (d), la perpendiculaire a (AB) passantBoar

Quelle est la nature de la droite (d) ? Justifiez !
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Propriété métrique de la médiatrice :

(..... condition ou hypothése) G.... résultat ou conclusion)

Quand M est sur la médiatricd’'un segment [AB] = alors MA = MB

Autrement dit : Lorsqu’un point est situé sur ladiadrice d'un segment, alors il est situé a égateahce des deux extrémités

de ce segment.

Utilité : Cette propriété sert a prouver une égalité de .o vevenenn....

Figure:
M

Médiatrice >

de [AB] B

Inversement :

Réciproque de la propriété métrigue de la médmtric

G.... condition ou hypothéese (crenns résultat ou conclusion)

Quand  ....... = alors Mestsurla............................ du segment [AB].

ed

Autrement dit : Lorsqu’un point egéguidistantdes extrémités d'un segment, alors ce point apgperé la médiatrice de de

segment.

Utilité : Cette propriété sert & prouver qu’un point @stusIe .......................
Figure: C’est celle de la propriétéais dans le sens contraire.

» Remarque :
Quand une propriété et sa réciproque sont vraiesméme temps, on dit que cette propriété est

caractéristique : ici, seul I'objet médiatrice et lui seul a towesgoints équidistants de 2 points fixes.

> Application directe Construction a la régle et au compas du centre d'cercle.

Placer de fagcon quelconque 3 poititstinctsA, B et C sur ce cercle.
Puis construire grace aux meédiatrices le centre Ceccercle.
Double codages des médiatrices !

Combien de médiatrices suffit-il de tracer poureoiotle centre ?
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Théoreme : Concourance des 3 médiatrices d’'ungligan

® Les 3 médiatrices d’'un triangle ABC se ............................en un point O.

On dit que les 3 médiatrices sonhcourantesen le point O.

® CepointOestlecentredu ..........cocoiviiiiiiiiiiiie i@ CE triangle ABC.
® Ce centre O estdonc équi...............ceevvevennn...... des 3 sommeB et C du triangle.
Autrement dit : OA=....... =
» Figures :
@ Construire le cercle circonscrit au triangle ABC. | @ Cas particulier du triangle rectangle :
Il suffit de tracer ...... meédiatrices ! Construire le cercle circonscrit au triangle
rectangle ABC.
A A
B
B c
C Double codages !
Double codages!| Ou semble se trouver le centre du cercle
circonscrit a ce triangle rectangle ?

> Preuve de la concourance des 3 médiatrices d'amge:

@ Mise en place (voir figure d@ ci dessus) :

Puisque ABC est un triangle, les 2 médiatricesodéss [AB] et [BC] ne peuvent pas étre paralléties)c
elles se coupent en un point qu’'on va appeler O.

@ Montrons que O est aussi équidistant de A et C :

Puisque Q1 med[AB] alors OA =............

Donc ........... S e S i *)
Puisque Q1 med[BC] alors ......... U
@ Concluons :
Puisque ......... S alors Q med[AC]. Donc O est bien sur la troisieme médiatri
D’aprés I'égalité (*), O est équidistant de A, B&tdonc O est le centre du .................... passant par A,
B et C.
Ce cercle s’appellelecercle ...........oooiiiiiiiiiinnnn. au triengBC. CQFD

Une grande partie du programme de géométri¢'Bfeedt réservée a I'étude du triangle rectangle :
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» triangle rectangle et son cercle circonscrit (Théwe TRCC- contrat 2).

» triangle rectangle et longueurs (Théoreme de Pyiteagcontrat 2).

= triangle rectangle et angles (Cosirusontrat 7).

II.  LE TRIANGLE RECTANGLE : RAPPELS.

Avant tout, un peu de vocabulaire :

® Définition : Le plus grand c6té d’'un trianglectangles’appellel’hypoténusgavecun seul hcar il n'y a
gu’'un seulplus grand cété !). C’est le c6té opposeé a |'anigit.
® Notation: L’hypoténuse est un coté donON SEGMENT NOTE ENTRE CROCHETS !

® Fiqure et codage '

hypoténuse [RI] ——— angle droit codé

R /

A

Attention: On n’a le droit d’utiliser le mot hypoténuse paur triangle que si I'on est déja absolument sar

gue ce triangle est rectangle !

> Exercices

@ Pour les triangles suivants, repasserougesi elle existel’hypoténuse

=~ L ]

On remarque que, dans un triangle rectangle, I'tmee se trouve ........................ de I'angle droit.

@ Pour chacun des 4 triangles suivants, nommez dtéypsesi elle existe

ABC rectangle en C : hypoténuse ? [........... ]
MEN tel queMEN = 90° : hypoténuse ? [............]

NUF tel queFUN = FNU = 45° : hypoténuse ? ..........

TOP tel quePOT = 27° efTPO = 62° : hypoténuse ? .............
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l1l. TRIANGLE RECTANGLE ET CERCLE CIRCONSCRIT (TRCC).

Nous avons vu figur® p.4 que le centre du cercle circonscrit a un gfierectanglesemble étre le milieu

de son hypoténuse. Est-ce un pur hasard ? ......... deBEynent que non !
A D

Soit un rectangle ABCD et O son centre. Placez O.

) Puisque ABCD estun ........ccovvvvivvneinnnn,

et
O milieu de son hypoténuse [.......... ] B c

ABC triangle rectangle en .......
alors

@ Puisque ABCD est un rectangle, on montre facilamgae OA = OB = OC (= OD accessoirement).
Autrement dit, O estéqui...................... des points A, tBCe

® Donc A,B et C sont sur un méme cercle : le cateleentre .......

D’apres@, le centre O de ce cercle est aussi le miliedhypdténuse [AC] du triangle rectangle ABC.
D’aprés®, L’hypoténuse [........ ]Jestaussiun....................cee e G CEIClE.

Tracez ce cercle sur la figure.

On vient de prouver le théoreme suivant :

Théoreme Triangle Rectangle et Cercle Circonsaect(TRCC direct) :

(... donnée ou hypothése) (e résultat ou conclusion)
ABC est un triangle BO t[ AC]
Quand alors
------------------------ enB (c-a-d B est sur leercleGde diamétre [AC])

Autrement dit : Lorsqu’un triangle est rectanglégra son cercle circonscrit est le cercle de diamébn hypoténuse.

Utilité : Ce théoreme sert a prouver qu’un point est sut.un

B
Figure:

» Exercices TRCC direct :
@ Quelle est I'hypoténuse de ce triangle ABC redi@eg ..... ?

A

Sans tracer aucune médiatrie®nstruire le cercle circonscrit a ce

triangle rectangle. Ne pas oublier t®dage!
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Les exercices de raisonnement utilisant le théor@REC version directe jouent tous sur la méme
difficulté : étre sOr que le triangle soit bien teeryle avant d’appliqueRIGOUREUSEMENT, A LA
VIRGULE PRES ce théoréme TRCC version directe. C

@ Sur la figure suivante, placer O le milieu de [ABpdage !).

Montrer que le cercle de centre O et de rayon Ci3gaar C.

® Prouver que les 4 points A, B, C et D sont sumé&me cercfedont on précisera

le centre et le rayon.

@ Dans quel(s) cas le quadrilatere ABCD est-il innstans le cercl&gp; de diametre [BD] ? Justifiez.

2 On dit alors que les 4 points sontacycliques» et que ABCD est inscrit dans le cercle (tous sessats sont sur le cercle).
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©® Lorsqu’un triangle est rectangle, alors le cenlgeson cercle circonscrit est le .................... de son
hypoténuse.
@® Lorsqu’un triangle est rectangle, alors le mildail’hypoténuse est équi................. des 3 sommets du

triangle rectangle. C-a-d, avec la figure du théwe OA=...... = i SR

La derniére égalité dit la chose suivante : « Damstriangle rectangle, la longueur de la médianguis de I'angle droit est la

moitié de la longueur de 'hypoténuse. »

® Un triangle inscrit dans un cercle mais dantun des cotés’est un diametre de ce cerde peut pas

étre un triangle rectangle.

> Exercices

@ Tracer un triangle ABC inscrit dans ce cerclewgtrg soitpas rectangle

— —— A
® Sur le triangle ci contre, on sait quACB = 35° ABC=55° et BC =5.
1. Quelle est la nature de ce triangle ? Justifiez
2. Calculez le rayon puis la surface de son ceiot®nscrit.
C B

® En reprenant la figure de I'exerci@p.7, placer O le milieu de [AB]. Montrer que O€ OD.

» Analyse: On voit encore dans tous ces exercices queffiaultié n'est pas d’appliquer le théoréme

direct mais d’étre certain que I'hypothése « triangectangle » est bien vérifiée : le plus souvestte
condition est « cachée » dans I'énoncé et il fagirbuver auparavant.
Par exemple, on ne vous livrera pas directementiamgle rectangle tout cuit sur un plateau, maivous

servira a la place 2 droites perpendiculaires (génglirectement donne un triangle rectangle !).
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Inversementqu’en est-il d’'un triangle inscrit dans un ceretedont un des coté est un diameétre de ce

cercle ? Est-il rectangle ? Aargh, le suspensa ssh comble.
Il faut pour cela étudier le probleme réciproqu&stjustement ce qu’on va faire dans ce qui suit.

V. THEOREME TRCC RECIPROQUE (INDIRECT).

» Décor: Soit ‘C[ . un cercle de diamétre [AC] et B un point ﬁm[r X distinct de A et de Qvoir
AC AC

figure ci dessous). Quelle semble étre la NAtUBRIB ? ....... ..o,
» L'idée est la suivante Plutét que de montrer directement qu’ABC estargle en C, on va prouver

que ABC est « la moitié » d’'un rectangle. Et lertsera joué ! B

@ Soit D le symétrique de B par rapport al®©place.

PuisqueD ............................... de B par rapport a O,
alors Oestle ..........ccoeenie de[...... ] A o C
Donc| ...... ] est aussi un diametre du cercle.
® Prouvons que ABCD estun .........
PUI %AC: ....... } lors ABCD est
WSAQU8 o commun de [....... let[....... ]aors ESLUN .
Rappel: un quadrilatére ayant ses deux diagonales seacoep leur milieu et de méme longueur estun ................
® Puisque ABCD estun ..........c.ccovvieniennnnn. alors (AB)(.......).
Donc ABC triangle ..............cccenes en ...... CQFD.

On vient de prouver le théoreme réciproque suivant

Réciproque de TRCC:

(...... données ou hypothéses) (crenns résultat ou conclusion)

OBOTC ABC est un triangle
Quand - [AC] alors

@ B distinctde AetdeC en B

Autrement dit : Lorsqu’un triangle est inscrit dams cercle avec un de ses 3 c6tés comme diaméte ckrcle, alors ce

triangle est rectangle.

uUtilité : Ce théoreme sert a prouver qu’un triangle est ................
B

Figure:
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» Exercices TRCC réciprogue

@ Placer un point P sur le cercle. Placer |, le syiqé¢ de P par rapport a O.

Placer un troisieme point F sur le cercle, distdeP et I.

Montrer que (FP) ......... (FI).

Analyse: Encore une fois, la difficulté n’est pas d’appl le théoreme réciprogue mais d’étre certain que
les 2 hypothéses « diamétre ®%point sur le cercle » sont bien vérifiées.
Dans I'exercice précédent, la condition « diametétait « cachée » dans I'énoncé : ce diamétreepiat/

en fait de la construction du symétrique | par mapp O, ce qu'il ne fallait pas oublier de jusifi

@ Sur cette figure, on a : O milieu de [AB] et | raili de [OB].
C est sur le « petit » cercle. La droite (CB) rgmole « grand » cercle en D.
Montrer que (AD) ........ (OC).

® Sur la figure, C est sur le cercle. ConstruiréeDsymétrique de B par rapport & C.
1. Prouver que (AC) ....... (BD).
2. Prouver que AB = AD. .
A
c
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©® Lorsquele milieu d'un cot&’un triangle est équi............cccen..... de ses 3 sommets, alors ce triangle
(1]
® Lorsque le centre du cercle Cir.........ccceevveinnnns a unngke est en méme temps le milieu d’'un coté,

alors ce triangle est .............coceveeee.

> Exercices F
@ Sur la figure codée suivante, on sait que A, © sbnt alignés. i
Montrer que PAF est un triangle rectangle. ©
A

®© N°17-39-54 p.177 a 181 ; N°64 et 67 p.183 a fainele cahier d’exercices.

Puisque la propriété du triangle rectangle aveccavaole circonscrit ( a savoir que son hypoténisteue
diamétre de son cercle circonscrit) et sa récipeospnt toutes les deux vraies, alors cette pr@peét
caractéristique des triangles rectangles : elle est vraie pouretypour eux seulement !

Nous allons voir dans le cours qui suit une autapété (sur les longueurs cette fois) qui va emco

caractériser les triangles rectangles : le céléhemréme de Pythagore.



Cours de Mr JULES v2.5 Classe de Quatriéeme Coitrage 12 sur 13

V. POURPREPARERLE TEST ET LE CONTROLE.

» Remplissez ce tableau :

A refaire A revoir Maitrisé

Médiatrice : construction, propriété métrique cé&astique.

Cercle circonscrit : définition et construction.

Théoréme version directe.

Conséquences théoréme version directe.

Théoreme version réciproque.

Conséquences théoréme version réciproque.

La différence entre hypothéses et conclusions.

Rédiger une preuve claire et structurée.

Aimer TRCC.

» Pour préparer le test et le contrdle : Livre (Diabdo Maths ££™ Hachette 2006) p.178 et 184.

> Ne pas oublier : La symétrie axiale induit la méttia donc milieu + angle droit (double codage !).
La symétrie centrale induit le milieu (codage !).

» Dés que vous voyez « cercle + triangle » : pen§&R@C (direct ou réciprogue).

> Bien apprendre les conséquences de TRCC dire®ECTréciproque.

> Au risque de me répéter, je rappelle que la pradeiplifficulté n’est pas d’appliquer un théorémejsn
de bien vérifier que les hypotheses sont bienséead :
» soit elles sont livrées directement dans I'énonzs:le plus heureux ! Ne révons pas, c’'est assez r
» soit elles sont codées sur la figure de I'énorgas:un peu moins direct que le précédent.
» soit elles ont été prouvées dans des questionégeates : il faut toujours bien regarder I'enchaieet
des questions.
« enfin le cas le plus générabu les hypothéses ne sont ni dans I'énoncé, néeodur la figure, ni
prouvées dans des questions précédentes. Dans,dkfaat retrousser ses manches et prouver algmié
chaque hypothése dont on a besoin.

> Appliquez RIGOUREUSEMENT les théorémes, sans dé&Vier signe !
Soyez a peu prés sir a 99,9% gu’un théoréeme agpligunmaniéere plus ou moins « libre », devient faux

> Ecrivez les hypothéses en colonnes, avec une aecqlaand il y en a plusieurs, pour tout de suite vo
le nombre d’hypotheses.

» Précision : triangle rectangle ou ?

» Attention aux notations (droites, segments, ceretes.

» Figures : codez bien les données de I'énoncé seunlienutilisez de la couleur.
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» TRCC direct Oublier de vérifier que le triangle est rectangle

» TRCC réciproque :
o |l faut que 2 points formenin diametre du cercle circonscrit.
o Oublier de vérifier et dire que Ié?'%epoint estdistinct des 2 autres qui forment le diametre.

» Sur les théorémes en général
o Non sus ou mal appliqués : hypothéses manquantesroprouvées auparavant.

o Beaucoup confondent appliquer et réciter : pluide ¢lablater ou (mal) réciter, appliquez
RIGOUREUSEMENT, au mot prés, les théoremes en gyogtit les méthodes vues en cours.

o On n'utilise pas les mots « si » « quand » »lorsg@giand on commence une preuvme
preuve est une affirmation et non une suppositioh
Donc preuve en « puisque » ou « comme ».

0 Les preuves en « car » sont interdites : on nené@pamais en premier a une question, on

justifie d’abord ! Donc preuve en « puisque » aofmime ».

Date A faire en classe Travail pour la séance stéva
Faire p.2 a4 4. Terminer jusqu’a p.6 incluse.
Corriger p.5 et 6 sauf I'activite. o . .
. Terminer jusqu’a p.7 incluse.
Faire p.7.
Corriger p.7. . . .
Faire p.8. Terminer jusqu’a p.9 incluse.




